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We study the meromorphic continuation on @ of the three following functions: 
i i rnf’ ‘n7pp’P(n7,,m2) ‘, 
m,=ImQ=l 
which are defined in a half plane Re(s) > o. We show that the poles are contained in 
a given set defined from the Newton polygon at infinity for the first two functions 
and from the Newton polygon at zero for the last one. We give a condition for the 
poles to be simple and the residue in this case. This can be used to calculate some 
roots of the Bernstein polynomial of P. We give some examples. ‘(- 1986 Academic 
Press. Inc. 
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Soit K un sow-corps de @ et P(X,, X2) un polynbme B deux indttermi- 
n&es appartenant A K[X,, AT,]. Nous tcrivons 
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et notons Supp P= ((~1r, cx2) E N* 1 a, #O}. Nous supposons que la partie 
reelle de a, est strictement positive pour tout a E Supp P. Nous etudions 
differentes fonctions dttinies a partir de P. 
Soit (/3r, p2) E @* tel que Re(P,) >O et Re(P2) > 0. Nous delinissons 
Z(P, P)(s)= f f mflp’m~-‘P(m,,m,) .‘, 
m,=l nq=I 
UP, B)(s) = 1,” j,” P(x,, x2)-’ xf1+x42 ’ dx, dx,, 
Z,,(P,p)(s)= j1 j1 P(~,,x~)~x~‘~~x~~‘dx, d.x,. 
0 0 
Nous avons ici trois fonctions de s qui sont delinies dans un demiplan 
Re(s) > (T et le but de cet article est d’etudier le prolongement sur C de ces 
fonctions. 
La serie est une generalisation de la fonction zeta de Riemann et Mellin 
[4’] en 1900, a montre que le prolongement de Z(P, l)(s) existe. Dans 
[5], Sargos montre que ses poles appartiennent a une progression arithmt- 
tique de la forme k/N ou N est un entier qui ne depend que des monomes 
extremaux de P. Ici, nous ameliorons ce resultat en montrant que si nous 
Ccrivons f(?s, .v) = 1 les equations des faces du polygone de Newton a l’in- 
lini de P, alors les poles sont de la forme 
ml? P*)- c v,(l -Au,, ~2)h v, E N. 
ZE supp P 
Nous calculons aussi les rtsidus dans certains cas ou les poles sont sim- 
ples et donnons une condition suflisante pour que les valeurs aux entiers 
negatifs soient dans K. L’integrale Z,(P, B)(s) a un comportement tres voi- 
sin de Z(P, p)(s) et est ttudite en m&me temps que la strie. Cette etude se 
fait en utilisant une formule de Mellin. 
Enlin, le comportement de Z,(P, /I)( ) s se deduit de celui de Z,(Q, p)(s) 
oti Q est un polynome dont le polygone de Newton a l’infmi se deduit du 
polygone de Newton de P en 0 par certaines symttries. Les rtsultats s’ex- 
priment done ici a l’aide des faces du polygone de Newton en 0 de P. Ces 
integrales sont une forme simplifiee des inttgrales etudiees par Varchenko 
[6] et Vasil’ev [7, S] dont ils donnaient le premier terme du developpe- 
ment asymptotique. Nos resultats permettent d’ecrire le developpement 
asymptotique a n’importe quel ordre. 
L’etude de Z,(P, /I)(s) nous permet de calculer des racines du polynome 
de Bernstein de P mCme si la singularite de P en 0 n’est pas isolie. Nous 
traitons des exemples dans la derniere partie. Nous pensons generaliser 
tous ces r&hats dans le cas de r variables, r etant quelconque. 
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I. ETUDE PR~LIMINAIRE 
Nous allons ici, apres avoir rappele les resultats de Mellin [4], traiter le 
cas dune seule indtterminte et ttudier ensuite des inttgrales qui jouent un 
role fondamental dans toute la suite. 
1. Rappel des rhultats de Mellin 
LEMME 1. Si Re(x)>O et Re(y)>O, 
pour Re(s) > K > 0. 
Preuve. Cette formule se demontre en dtplacant la droite d’integration 
vers la gauche et en appliquant le thtoreme de Cauchy. 
Nous supposons que la mesure p satisfait les hypotheses suivantes: 
(i) La fonction s+J;” KS dp convergente pour Re(s) > 1 se pro- 
longe sur @ en une fonction meromorphe ayant un seul pole pour s = 1 de 
residu 1. 
(ii) Dans toute bande parallele a l’axe imaginaire de largeur linie 
e--E’s’s;” x-s dp tend vers 0 lorsque 1 s ( tend vers l’intini, aussi petit que soit 
E. 
(iii) Nous supposons aussi que 
Dans le membre de gauche, la mesure est definie sur [ 1, cc [’ et dans le 
membre de droite sur [ 1, co [. 
Considerons un polynbme P(X, ,..., X,) a r indtterminees 
0x1 ,..., X,)= c a,X”, ct = (cI~,..., cr,) 
3LeSuppP 
tel que Re(a,) >O pour tout a E Supp P. Nous etudions pour /? = 
(BI ,-., Pr) E @‘, Re(Bi) > 0 
Nous avons le thtoreme suivant: 
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TH~OR~ME 2. La fonction s -+ fJP, /3)( ) s convergente dans un demi-plan, 
se prolonge en une fonction mt!romorphe dont tous les pBles sont d’ordre r au 
plus. Si l’on se place sur une bande quelconque de largeur finie paralkle 6 
I’axe imaginaire alors e -“‘“‘Us) f,(P, B)( ) t d s en s vers 0 lorsque 1 s / tend vers 
l’infini aussi petit que soit E. 
Ce thCor&me est dtmontrt: par Mellin dans [4]. En effet, il Ccrit 
(pp. 22,231, 
~,>O,v=1,2 ,..., p,Re(s)>x, + ... +x,>O. (2) 
On en dkduit 
Oh 
1, =cCy(s-z, - ... -zJ+c+, + ... +c+,, 
lr=c+s-q - ... -zp)+cx;zl + ... +apz,. 
On utilise maintenant le fait que 
sont convergentes dans un demi-plan, pour en dtduire que f,(P, b)(s) con- 
verge dans un demi-plan et que l’on a: 
r(z,) m ) x--“’ 
af’ 
--E S1(l,)...S,(l,)dz, . ..dz.. 
a? 
Mellin montre ensuite que si les S,, sont des fonctions mbromorphes sur C 
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avec un nombre tini de poles dans chaque bande parallile a l’axe imagi- 
naire de largeur tinie, il en est de meme de fP(P, p)(s) et si, dans une telle 
bande, ewEis’SV(s) tend vets 0 lorsque s croit aussi petit que soit E, alors 
T(s) &(P, p)(s) possede la m&me propriete. 
2. Etude pour une indPterminke 
Nous allons montrer le theoreme suivant: 
Soit un polynome P(X) = C a, X”. Notons n = Sup, E sUPP *, ~1. 
TH~OR~ME 3. Pour tout polynbme P(X) =I u,X’ tel que Re(a,) >O 
pour tout c( E Supp P, pour tout fl E @ tel que Re(/3) > 0, la fonction 
dkfinie pour Re(s) > Re(b/n) se prolonge en une fonction m&omorphe sur C 
dont les p6les sont simples et contenus dans l’ensemhle 
i(Pln)- C v,(l-(~ln))Iv,~~,~~~SuppP}. 
ZESUppP 
Notons 
vp =(V,):;~~pppt~‘suppP’-~’ 
et 
SW, VP) = (P/n)- C v,(l - (ah)). 
?Esupp P 
Notons S(j, P) = {s(/?, vp) 1 vp E NIsuPPpl - ’ >: 
THBOR~ME 4. Pour tout s,, E S(j, P), 
(4) 
(5) 
la sommation &ant prise sur tout les vp tels que s(/?, VP) = sO. 
Nous demontrons les deux thtorbmes par recurrence sur le nombre 
d’tlements de Supp P. Considerons tout d’abord: 
I 
cc 
x 
1 
-OLsxB ~ ’ dp = f,(X’, B)(s), 
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D’apres l’hypothbe faite sur p, ffi(Xa, /I)(s) est dtlinie pour Re(s) > 
(Re(B)/a). Elle admet un seul p61e simple pour s = b/c! de rtsidu (l/a). Les 
thtoremes 3 and 4 sont verifies. 
Nous supposons maintenant que les theoremes 3 et 4 sont verifies pour 
tout polynBme P, dont les coefficients non nuls sont de partie reelle stric- 
tement positive et dont le support a n - 1 elements et montrons la propriite 
pour un polynbme dont le support a n elements. Nous ecrivons 
P(X) = P,(X) + a,oX”” 
et nous choisissons a0 = Inf, t sUPP  cr. 
Nous appliquons maintenant la formule de Mellin 
T(s) r(s) -= 
P(x)” (P,(x) + a,oY 
” 
)” 
On utilise maintenant le fait que fJP, /I)(s) est delinie pour Re(s) > 
(Re(/?)/n) et que la convergence est uniforme pour Re(s) = so. Done, on a 
Us) fJP, D)(s) = &I;+;: T(s-z)T(z)f,(P,,/J-a’z)(s-~)u,o’dz (6) 
Re(s) 
A 
“Re(s) grand” 
Re(s) Z -M 
FIGURE 1 
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pour 0 < ti < (Re@)/a,,) et Re(s) > Re(/?)/n + (1 - CX’/~)K et Re(s) > K. Les 
singularites de fP(P, /I - cl’z)(s - z) se trouvent pour les (s, z) veriliant 
s=/i?/n+(l -cc”/n)z- c v,( 1 - cc/n). 
atSuppP, 
Soit M un nombre positif donne. Alors il existe K,,,, tel que 
ZJs-z)f,(P,, p- cl’z)(s-z) n’ait plus de pole pour Re(s)> -M pour 
Re(z) = K~. On lixe s avec Re(s) grand et on d&place la droite d’integration 
vers les K negatifs de K a K~. On applique le thtoreme de Cauchy. 
Grace a la formule de Stirling et compte tenu du fait que 
fp(P, J - a”z)(s - z) ZJs - z) est b orne dans toute bande verticale lorsque 
1 z 1 tend vers l’infini et que Re(a,) > 0 on constate que les integrales pour 
1 Im z 1 grand sont nulles. Les seuls poles de 
sont les poles de Z. Soit k, le plus petit entier plus grand que K~. On a 
zJs)f,(P, b)(s)= 5 q 
,m=o ’ 
x us + v) fJP, 1 p + cr”v)(s + v)a;; + Z,(s) (7) 
Z-(s -z) Z-(z) f#‘!, /? - LY’Z)(S - -‘)a,= dz. 
Alors Z,&s) est une fonction holomorphe de s. Done (7) donne le 
prolongement sur @ def,(P, /I)( ) s comme fonction mtromorphe. Les poles 
def,(P, /I)(s) se trouvent en 
s = B/n - 1 v,(l -a/n) = s(j, VP) = s(p + CIOV, VP,) -v, 
?tSupp P 
Res fp(R B)(s) = & 
s = so 
-C (-1)" ~;-m(B+~Ov, VP,)) 
VP - (VP,.V) v! 
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Or, d’apres l’hypothbse de recurrence: 
m(P + @OV? P, 1) Res s = s(p + a%vp,, .fp,~ P-+~“w) 
D’oti le resultat; les theoremes 3 et 4 sont done demontres. On remarque 
que si s0 est un entier negatif, alors 
Res &(P, P)(s) = 0. 
s = sg 
En effet, 
Res/;.(P,fl)(.r)=&xw 
s = sg yp rI(v,!) 
la sommation &ant prise sur les vP, vP = (( v,),+~, 0) tels que s(p, VP) = sO. 
Done s0 + C vl = (j? f C v,a)/n > 0. 
Nous allons maintenant faire le calcul des valeurs aux entiers negatifs. 
Nous definissons la forme @-lineaire J,i par 
OL’I J,(X”)=kf,(X, l)( -k+ 1) pour tout k> 1, J,(l)= 1. 
Sif,(X, l)(s)=S;X x’rlx, on a 
J,(P) = 1 
et si f,(X, 1 f(s) = c(s), on a 
f,(Xk)=bk. 
Notons K le corps engendre sur Q par les coefficients de P. 
THBORBME 5. Si PEN*, alors pour tout entier k E N, 
.f#‘, B)( -k I= J,,(Qk) 
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(i) QJX)EK[X] et est inddpendant de p, 
(ii) (d/dX) QJX) = Xp-‘P(X)k 
(iii) si -k # {s(/$ vp) 1 vp E N Isu~ppl ), Qk(0) = 0. 
Preuue. La preuve se fait par rtcurrence sur le nombre de mon6mes 
de P 
f,W, PM -k) = .f,,(X 1 N - cot -B + 1) 
1 =qp+q- 
ctk+p’ 
Si nous notons Q,JX) = (l/(ak + fl)) Xzk+O, alors (d/dX) Qk(X) = 
Xa ~ l(Xr)k. Nous supposons maintenant que le thtor6me est vrai pour tout 
polynbme ayant un support A (n - 1) ClCments. 
Soit kEN. Si -kg {s(B, v,)), alors pour tout YE N,( -k+v)# 
(s(/3 + LX’V, v,,)}. Done 
fp(f’JN-k)= 1 (t) a&(P,, p + a”~)( -k + v). 
V=O 
Par hypothttse 
Oil 
fp(p, 2 b + @-‘v)( - k + v) = J,,(&,k,\,) 
-$Ql,k~v(X)=X~+mov-l (PI(X))~-" et Ql,k,,@) =0. 
Alors 
.fp(p, b)( -k) = i: (5) a;J,(Q,,k,v) = J, ( i (;) a;Qu,.). 
V=O V=O 
Posons 
Q/c@-) = i (F) a;; Q,.k.,dx). 
t’=O 
Alors 
-&Q,(x)= i (r) a$fP+oloY-l(P,(X))k~Y 
1’ = 0 
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et 
Qk(0)=O et QA-W E WI0 
SUppOSOnS maintenant qu’il existe vP tel que -k z s(fi, vP). Ecrivons \I~ = 
(VP,, v). Alors 4 + v = ~(0 + CLOV, vP, ) 
&uv)f-w= f (J a; f,(P, , /? + a’~)( -k + v) 
v-0 
+ c W+ka;,O-k) 
v > k v! k! 
x Res fJP,, ,b’+ ~‘v)(s). SE -k+r 
Mais 
T(v -k) Res 
s = - - -  k + 1, 
f JP,  P  + n’v)fs) 
Ceci est done un &ment de K ind~pendant de p. Le thCor&me est done 
dtmontrk. 
COROLLAIRE 6, Pour tout entier kE N. 
Z(P,&(-k)cK et 1, (P, PH - kf E K. 
3. Etude de certaines intigrales 
Nous venom de voir que les rksidus de &(P, /3)(. ), dans le cas d’une 
seule indttermirke s’expriment si l’aide de Q/?/n) qui s’tcrit 
5 
ai tPe-‘d’ 
0 t‘ 
Dans le cas de deux indkterminies, on est amen& $ considkrer des intbgrales 
du type 
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oit Q(X,, X2) est un polyn6me quasi homogkne tel que Re(Q(r,, t2)) > 0 
dans 
{(tl,t2)E@ltl ZO,t,>,Oet (tl,t2)f(0,0)}. 
Nous allons maintenant Ctudier ces intkgrales. 
Ecrivons le polynbme quasi homogine Q(X,, X,) sous la forme 
Q(X,, X,)=a,*X$X;P+ .-. +a,A$Y$ 
en supposant que 
CL;== inf ff? et c(;= inf c(~. 
~ESUPPQ ~~SUPP Q 
LEMME 7. L’intt!grde GQ(s, , st) est comergenie pour 
a: Re(s,) LY; 
~~Rejs,)-* cr; 
Preuve. Supposons que Q(X,, X2) soit quasi homoglne de poids 
(ml, md. On a 
Notons 
A, = mlm2 
s 
Jlrn2 
a 
et 
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Posons s~,~ =s,/m, +sJm,. On a 
et 
A 1 = f(s,,,) 1”’ u~‘~~Q(u~~, 1)--31,2: 
A, = f(s,,,) j,’ uszm’Q( 1, ~~l)-~l.~ $. 
L’intCgrale A, est convergente pour 
Re(s,,,) > 0 et Re(s,a;-.s2$)>0 
tandis que l’intkgrale A, est convergente pour 
Re(s,,,) > 0 et Re(s,ay -3, $) > 0. 
Le lemme est done dkmontrt. 
Dans le cas du polyn8me Q(A’, , X,) = X$X$ + X;TX;;, on a 
On voit done sur cet exemple que G,(X,, X,) se prolonge pour tout 
(s,, s2)EC2 tel que 
et 
a;s, - a;s,? 
a;a’: - a;a; # --v 
~$7~ - a$, 
tip’: - a;a; 
# -v pour tout v E N. 
Nous allons gtntraliser ceci B tout polynbme quasihomogkne. 
PROPOSITION 8. La fonction (sl, s2) -+ GJs,, s2) dkfiinie par (8) pour 
ai Re(s,) a’: 
-+Re(s,)<; a1 
se prolonge en une fonction analytique pour tout (s,, s2) tel que pour tout 
(v,) E N’s”ppQ’ 
1 
3 s,+ c v,@b 
~ES~PPQ 
pour i=O et i=n. 
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Preuve. On a vu que 
G&w4=4 +A2 
et 
Notons I, le contour de Hankel dans @ - [IO, a3 [ qui part du point 1, suit 
I’axe rbel jusqu’au point E, dbcrit le cercle de centre 0 et de rayon E dans le 
sens inverse des aiguilles d’une montre et suit de nouveau l’axe rtel de E B 1. 
Alors pour Re(s, cc; - S?CI?) > 0, on a 
1 
A1 =r(s1,2)m2[exp2ni((s,r~-~2r;)/m2)- 11 
Cette nouvelle inttgrale est une fonction holomorphe de (sl, sz). On a 
s1 - ~r’ls,,~ + c (ctf -a:) k, = 0. 
Or 
done 
(a; - cl;)m2 = (cticc’; - c&a;), 
s, - a;~,,~ + c (ct; - cq)k, = 
s1 a; - s2a; + (Lx’,dj - c+;, 
i m2 
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Done, pour tout (sr, s2) tel que pour tout (v,)E N’s”ppQ’ 
pour i = 0 et i = n, on dtfinit 
C 
1 
’ m2[exp2rci((S,tl;-~2$)/m2)- l] 
1 
+m,[exp2ni((s,c+.r2~~)/wz,)- l] 
On remarque que GQ(.s, - ~1, t, s2 - rx2 t) est une fonction mtromorphe en t 
et que les rtsidus aux poles sont des fonctions analytiques de t. Cette 
remarque nous sera utile par la suite. Nous utiliserons aussi le fait que 
e PE’fIGB(~I -IX, t, s2 - tx2 t) tend vers 0 lorsque 1 t 1 tend vers l’inhni dans 
toute bande verticale de largeur finie, quel que soit E. 
Notons 
cc; < ctp < df et a; < aq < c7; et (q/m, I+ (q/m21 = 1. 
LEMME 9. Pour tout (sl, s2) tel que pour tout (v,) E N’““ppQ~’ 
Vcz~2 (11) 
~~SUPPQI 
pour i=O et i=n, on a 
Gp,(S,, 32)=&s”” T(z) GQ(s, - afz, s2 - clsz) a;-- dz 
n I x 
pour KEN. 
SbRIESDE DIRICHLET 15 
Preuve. Supposons tout d’abord 
et 
Alors par dkfinition 
11 s&it ensuite d’utiliser la formule 
1 h + ir 
e -v =- 
2ni s f(z) .Y -= dz. Km ir 
Le lemme s’en dtduit par prolongement analytique des deux membres. 
Notons que l’on peut interprkter ces intkgrales dans le cas od P est de la 
forme 
les monhmes Xy1X;2 de R(X,, X,) vkrifiant 0 < c(~ <a, 0 < ~1~ <a et 
@I + 512 = c( [2]. 
II. ENON& DES R~SULTATS 
1. Notations 
Etant don& un polyname 
on note 
Supp P= {aEbJzla% #O}. 
Nous appelons polygone de Newton ri l’infini, g,(P), l’enveloppe convexe 
des sous-ensembles de [w2, 
Notons D, , D, ,..., D, les faces de 4’=,(P) que nous supposons indides par 
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pente croissante de -CC a 0. Now ecrivons l’equation de Di sous la forme 
f;(x, y)= 1, avec 
&(x, y) = 2 -t- ; 
ai I 
oii aj ou bi peuvent &re infinis. Notons 
et 
P,(X,, X,) = c a,xyq*. 
csE.4, 
Notons V,(P) l’ensemble des sommets de 8%(P) et V,,,(P) l’ensemble 
Di n Ya (P). 
Pour tout vp = (va)aESuppP E iV~s”pppi on definit 
A chaque face Di de L?~(P) nous associons l’ensemble Si(fi, P) des si(& vp) 
pour tout vp E N lsupp ‘I Pour /I = (p,, /&J E C2, notons aussi D, la droite 
passant par l’origine et ;e point de coordonntes (Ref p I ), Re( &)). 
2. Rtsultats 
Nous considerons une mesure p2 sur [ 1, + CC [’ telle que 
ou la mesure fil est une mesure sur [ 1, + 00 [ qui verifie les proprittts 
suivantes: 
0) f&K l)(s) = f: x -’ dpl est convergente pour Re(s) > 1 et se 
prolonge sur C en une fonction meromorphe ayant un seul pole simple 
pour s = 1 de residu 1. 
(ii) Dans toute bande de largeur finie parallele a l’axe imaginaire 
e-‘“‘f&K I)( 1 t d s en vers 0 lorsque ( s 1 tend vers I’intini aussi petit que soit 
E. Nous tcrivons seulement p, le contexte indiquant s’il s’agit de fit ou ~1~. 
Nous considerons un polynome P tel que Re(a,) > 0 pour tout 
CI E Supp P et nous ttudions 
f,(P, P)(s)= jp !^p’ P(x,, x,J” Xf’--‘.xp-.’ d/l (13) 
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Oh 
B=(LLB2W2 et RW > 0 pour tout i= 1 et 2. 
TH~OR~ME 10. (i) L’intigrale difinissant la fonction f,,(P, /3)(s) est con- 
uergente pour Re(s) > Re(fi(P1, p2)) oti fi(x, y) = 1 est l’iquation d’une face 
D, de 8,(P) toupee par la droite D,. 
(ii) Si cette droite coupe E,(P) sur la seule face Di il y a un pdle sim- 
ple pour s = f@, , fi2) de rhidu 
Bi =r(fi(Bt, Bz))~’ Iox jox t~l-‘t~-‘exp(-Pi(tl, t2))dtl dt, 
si i# 1 et i# I lorsque Bj # 0. Si i= 1 (resp. i= 1) ce re’sidu est B,., = 
(l/aI)f,(PI(l, X2), Pz)(fi(P1, Pz)) (resp. BI,, = (llb,)f,(P,(X~, I), PI) 
(f,(pl, /I’~))) lorsque ces nombres sont non nuls. 
THI~OR~ME 11. Les pdles de fp(P, B)(s) appartiennent ri l’ensemble 
a=, WL PI. 
TH~OR~ME 12. Soit s0 E uf=, S,(p, P): 
(i) Si pour tout i et tout v, tel que s;(p, vp) =sO, on a s#, v,) # 
si+ 1(/?, VP) et si(p, vp) #sip ,(/3, VP) alors le point s = s0 est un point rkgulier 
ou un p6le simple. Si -sO E N c’est un point rigulier. 
(ii) Si il existe i et vp tel que s@, vp) = s0 avec s@, vp) = si+ l(B, vp) 
ou si(/?, vp) = si- ,(B, vp) alors il peut y avoir un pile double pour s = sO. Si 
-sO E N alors le point s = s0 est, soit un point rkgulier, soit un pBle simple. 
On peut rksumer le thCor&me 11 dans le tableau suivant: 
TABLE I 
Pour tout i et tout vp 
tel que si(B, vp) = sO 
s&f VP) + s,+ ,(A VP) 
et 
Si(B> VP)ZS,-IV, VP) 
Cas 1 
point rkgulier 
ou 
p6le simple 
Cas 2 
point rkgulier 
11 existe i et vp tel que 
s,(B, vp) = so et 
s,(A VP) =s,+ 1(P> VP) 
ou 
Si(B. VP) =s,- Ia VP) 
Cas 3 
point rbgulier 
ou 
pBle simple 
ou 
pale double 
Cas 4 
point rkgulier 
ou 
p6le simple 
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Nous donnons les rksidus aux pales dans le cas 1. Notons 
PI(X,, l,,P, + 1 @.lV, s,(fl, v,)+ 1 
ZE A, I( n E .4 ,- 
Pour l<i<f 
Pour 1 <id/, 
( - 1)“’ 
ci(p, VP)= n 7 f-7.2. 
2t.4; 1. 
On remarque que, pour 1 < i < 1, si(/?, v,), B,(j3, vp). et ci( P, vp) ne dkpen- 
dent que de la classe d’kquivalence de vp pour la relation vp - Iv> si et 
seulement si ils ont mtmes composantes pour a E Ai. On note VP un 
reprksentant quelconque dans cette classe. 
Notons K le corps engendrk sur Q par les coefficients de P. 
THBOR~ME 13. Pour rout sO E uf= , Sj(fi, P) satisfuisunt le cus 1 
USO) Res .f,(P, P)(S)= C CAP, VP) B;,,(P, VP) 
s = sg 
i. ‘p 
la sommation Ptunt t!tendue ri tous les i et V, tels que si(p, VP) = sO. 
Pour donner les valeurs aux entiers rkgatifs, nous introduisons la forme 
C-linkaire 
Jp2: crx,, x21 + @ 
dC!inie par 
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TH~OR~ME 14. Supposons que (a,, /3*) E N *‘. Pour tout k E N tel que 
-kg lJf= 1 Si(B, P), on a 
f,(P> PN -k) =-W/c) 
02 
et 
Q,(X,, 0) = Q,(O, X,) = 0. 
III. DEMONSTRATIONS 
Pour dkmontrer tous les rksultats prtddents, nous faisons une 
rtcurrence sur le nombre d’iltments du support du polyn6me P. 
1. Cas d’un seul monBme 
ConsidCrons tout d’abord un polynhme P dont le support a un seul 
klkment 
I 
-I.----------- I (CG, a,) 
I 
I 
I 
I 
alorsfl(4 y)=x/ff, etfdx, y)= y/a,, 
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Les plies se trouvent done en s=bl jul et ~=pJa,. Si fll/u, #&/~1~, les 
pbles sont simples. Dans ce cas 
De plus, 
- Q+y#(X 1) i cI2 5 - p2 + I). 
DoWJJ’, B)(s) - a; ‘CfJfYL X2), ~*~~~~/a~)]/(~ - (~~/a~)~ est une font- 
tion analytique de s, PI, &. Si PI/al = j?& le p61e est double et 
Supposons que (PI, fiZ)~ hJ**. Pour tout k E N, 
Posons 
1 
Qk(xllxz)= (a,k+~,)(ct,k+&) 
&qk + Pqzk + 02 
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Alors 
et 
Q,c(Xl, 0) = Q,O, x2) = 0. 
2. Abscisse de convergence 
Now utilisons les rtsultats de [S] suivants. 
TH~OR~ME ([S]). I1 existe un nombre o0 =aO(P, /?) tel que &(P, p)(s) 
converge absolutement si et seulement si Re(s) > oO. On a, de plus 
~7~ = inf(a E Iw ) P(x) ~“$-xXpe(B1’~~(P2), VXE [I, cc[‘} 
et go ne depend que des a E V,(P). 
Pour montrer (i) du theoreme 10, nous allons montrer que si CJ verifie 
alors 
ok WM I Re(P2) Vl< j<l. 
m,, mi.2 ' 
Alors (Re(p,)/mi,,) + (Re(/?2)/mi,2) est le plus petit element qui verifie (16). 
Supposons done que 
Alors, pour tout j, 1 < j< 1, on doit avoir 
Or, P(uT, UP’) = Qj(u,, u2) + R,(u,, u,) oii Q,(u,, u2) est homogene de 
degre m,,Imj,2 et les monbmes u;‘up de Rj(u,, u2) satisfont 
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On cherche done CT tel que pour tout j 
j Qj(ul, U2)Iu~>U~(B~)m~,2U~ll12)m,.~, V(u,, &)E [l, a[‘. 
Qj &ant homogkne de degrt? mj,,mi,2. Alors on dCduit pour u&, < 1 
et pour Ul/U~ < 1 
On en dkduit 
u 2 Reo + WB2) 
m,,i m,.2 
pour tout j 
et done 
, 
c’est-ii-dire 
u. _ WM I WPd 
m,,, mi,2 
oh i est l’indice d’une face de 8, (P) coup&e par D,{. 
3. Formule de ~~curr~n~e 
Considkrons un po~yn~me P dont le support a pt tlCments. Nous allons 
Ccrire 
Nous utilisons la formule de Mellin 
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pour Re(s) > K > 0 (Lemme 1). On en deduit pour Re(s) grand et K > 0 
petit 
ml &AR B)(s) = & [;;; ffs-z) f(z)f,(R, /3-n”z)(s-2) dz. (19) 
Nous allow maintenant distinguer trois cas 
Cas a. 11 existe un polynome R(X, , X,) tel que 8% (P) = E,(R) et pour 
tout i, 1 gigz, 
La methode dans ce cas est la meme que pour une ind~termin~e. 
Cas b. 11 existe un polynome R et x0 tel que 4,(R) = 8’=,(P) et j tel que 
&(a:, at?) = 1. 
Cas c. Pour tout polyncime R, G”,(R) # KX,(P). On choisit alors ~8’ tel 
que 
Cl+= inf ~1,. 
ZEsupp P 
Nous supposons les thtoremes 10-14 vrais pour le polynome R. Nous sup- 
posons, en outre, que si nous sommes dans le cas 1 et si nous posons 
f (p P)@) __ Res.y=s, .f,(R, im) = N (p, s) fi ’ s-so R 
alors H,JB, s) est une fonction analytique de s et 1-3 au voisinage de s = so. 
4. Etude du cas a 
D’apres l’hypothese de recurrence les poles de f,(r, /3)(s) sont contenus 
dans l’ensemble u:=, S,(& R). Done les singularitts def,(R, /? - clOz)(s - z) 
verifient 
s=si(& v,)+z(l -fi(& a;,)t VR EN”-‘, i= 1, 2 ,.*., 1. 
Par hypothlse 1 - f;(@, $) > 0 pour tout i = l,..., 2. 
Soit M un nombre reel donnt. Alors, il existe K~ tel que 
T(s-- z) f,(R, fi - cr’z)(s- z) n’ait pas de singularites le long de la droite 
Re(z) = ICY pour Re(s) > --IV. On choisit ICY 4 Z. 
On se place pour Re(s) grand. On va dtplacer la droite d’integration vers 
la gauche. On applique le thboreme de Cauchy. D’apres les resultats de 
Mellin, on sait que e -‘l’lZJ,s - z) f,(R, /? - a’z)(s - z) tend vers 0 quand 
/z 1 tend vers l’intini. Par hypothese Re(a,) > 0. En utilisant la formule de 
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FIGURE 2 
Stirling, on voit done que les integrales pour Im(z) = + cc sont nulles. Les 
seuls poles de f(s - z) Z(z) f,(R, j3 - a’z)(s - z)a,-= qui apparaissent dans 
le domaine sont les poles de T(z). On peut done Ccrire 
Us) f,(P, P)(s) = i y ns + VI 
“==O 
x .fp(R B + aOv)(s + VI 0; + Z,,(s) (20) 
Oti 
f(s - 2) f(z) f/JR, /3 - a”z)(s - z) dz 
avec -(k + 1) <K,,,, < -4. Alors Z,,(s) est une fonction holomorphe de 
(s, 8) pour Re(s) > -M. Done (20) donne le prolongement de f,,(P, p)(s) 
pour Re(s) > -M, M etant un nombre reel donne. Toutes les fonctions 
f,(R, fl+ a”v)(s + v) sont convergentes pour Re(s) > Re(fi(fll, b2)) ou 
fi(x, y) = 1 est l’equation dune face de 8,(P) couple par D,. Done 
fP(P, p)(s) est convergente pour Re(s) > Re(fi(Br, /12)). Si D, coupe 8,(P) 
sur Di seulement, alors f,(R, p)(s) peut avoir un pole simple pour 
s = fj(fil, f12) et f,(R, fl- a”v)(s + v) est convergente pour Re(s) = 
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Re(fj(PI, &)) si v > 0. Done &(I’, /3)(s) peut avoir un pale simple pour 
s = .A@1 7 B?) et 
D’aprks l’hypothkse, on a Ri = Pi pour i = I,..., 1. Puisque si i # 1, I, 
on a done 
et si i= 1, 
WXA t /$A) Res 5 = fl(PI. P?) 
On a aussi 
Les pbles de f,( P, p)(s) sont tels que 
S+VE () Si(/i’+clov, R) pour tout v E N 
i=I 
done appartiennent B l’ensemble U:= 1 S,(& P). Le p&e pour s = sg est dou- 
ble si et seuiement si il existe v tel que f0 -I- v soit un pale double pour 
f,(R, /I + a*v)(.s + v), done s’il existe i et vR tel que 
ou 
s* +v=si(B+aoV,V,)=Si_,(B+aoV, VR) 
26 PIERRETTE CASSOU-NOGUib 
c’est-a-dire si 
=Si+ *(py V,)--v(l -.fi+ Ita: @;)I 
so = Sj(P, VR) - 41 - ,my, a;)) 
=si-l(fi3 v/?-V(l -fi-,(aT> x:)l. 
Done s = sD ne peut &tre double que s’il existe i et vp tel que 
so = SAB, VP) = si, I@- vpf ou s,, = Sj(/% VP) = si- ,cp, VP). 
Les theoremes 11 et 12 sont done dtmontres. 
Soit so E Si(p, P); supposons que nous soyons dans le cas 1 
la sommation Ctant prise sur tous les v tels que sg + v E Ui= 1 Sic/I + Qv, vR), 
Par hypothbe, 
T(s, + v) Res f;(R, fi + z’v)(s) = 1 ci(K. CR) B;,,(fi + x”v, fR). 
Y = ‘” + I’ r.c,q 
la sommation &ant prise sur tous les i et V, tels que si(/? + a”v, CR) = s0 + V, 
On en dtduit done 
T(s,) Res f&P, p)(s) = 11: y a; ci(R, VR) B,,,(P -t CI”V, VR). 
.> = .s, i.vp . 
Notons AiR = {a E Supp R / fi( E,, CQ) < 11. Alors en ecrivant vp = (vR, v) 
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On en dkduit 
4,JB + MOh VR) 
=r sl(P,vP)+ ( c vcl asA,- ) 
xf, R,(L XAP, + 1 ( %Vci )C s,(A VP)+ c va ?EA,~ EEA; ) 
ce qui est iquivalent B 
4,(B + ~“hv,) = B,.,(B, VP). 
De m&me, 
B,.,(B + aov, VR) = B,.,,(P> VP). 
On en dtduit 
US,) Res .fJP, P)(S) = C CAP, VP) B,,(P, VP) 
s = s() r.vp 
la sommation ltant ktendue B tow les in { I,..., I} et Cp tels que 
et 
Nous avons done dkmontrk le thkorkme 13. V&-Sons maintenant que dans 
le cas 1 
f (p p)(s) _ Res,=m up, MS) = H 
(r ’ 
(s a, 
P 3 
s - so 
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est analytique pour s et fl 
f(s) ff&, B) = c y f(s+v,)H,(s+v,,~+olOv,)a,~l 
VI 
+ c (- 1P 
v2 
-y-- m + b) f,(R B + crOv*)(s + v2) a,‘* + I,Js); 
2’ 
K, etant choisi de telle sorte que f(s - z) f&R, p - tx”z)(s - z) n’ait plus de 
p8les pour Re(s) > so - E, la premiere sommation ttant prise sur tous les v, 
tels que s0 + v , soit un p&e de f,( R, /I - a’vr)(s) et v2 les autres entiers infe- 
rieurs ou Cgaux a k, tel que -(k, + 1) < ti < -k,. Ceci prouve que 
H,(s, /I) est une fonction analytique de s et p. 11 nous reste maintenant a 
demontrer le thtoreme 14. Supposons (or, p2) E N *’ et soit k E N tel que 
-k $ uf= r S,@, vp). Alors pour tout v E N, 
-k+v$ b Si(fl+a’v,v,). 
i=l 
On en deduit done 
fpU’> P)( -k) = i (;) a; f,(R, j3 + a’~)( -k + v). 
“=O 
Par hypothese, 
f,(R,p+~‘v)(-k+v)=J~(QR,,,) 
Oti 
QmW, 3 x,1 E fXx, , x21, 
~Q~,~(Xl,X2)=Xf’+^:“~‘xI;+“P~~ ‘&iy&)k-~‘, 
1 2 
QdQ Xd = Q&f,, 0) = 0. 
Alors 
.f,(P, B)( -k) = JJQk) 
&(x1 > x2) = i (F) a;; Q.,(X, , X,). 
\’ = 0 
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Alors 
Nous supposons maintenant qu’il existe j tei queJ;(ay, c$) = 1. Les singu- 
laritb de f,(R, ,8 - R’Z)(S - z) vCrifient 
et 
Soit M un nombre rkef positif donnk. Considtrons I’ensemble $$,, des s E C 
FIGURE 3 
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tels que Re(s) soit strictement superieur a M et tels que it existe vR E N+ ’ 
tef que s = sj(/?, vR). On detinit 
H,(s, p, 2) = f,(R, p - aO.?)(s - 2) qs - z) 
__ 1 CY, cj(R, @R) Bj,p(P-aoz, vR) 
sg t GYM s - so 
la sommation etant prise sur tous les V, tels que s@, GR) = so. Alors 
H,(s, a, z) est une fonction m~romorphe de (s, fi, z). Nous voulons mon- 
trer qu’il existe K~ tel que H,(s, /?, z) soit analytique pour z = ICY + it 
et Re(s) > -M. On choisit ICY tel que les seuls poles de 
T(s - 2) &(R, /3 - c&)(s - 2) pour z = K~ + if soient Les points s = so, 
so E YM. On suppose aussi que B,,(#3 - CI’Z, vR) soit bien d&i pour 
z = K~ + it pour tout vR. Pour z = tiM + it on est dans le cas I pour les 
p&s en so E 9, de f,( R, /I - a%)(~ - z). Done en apphquant l’hypothese 
de recurrence H,(s, /3, z) est une fonction analytique de (s, p, z) dans un 
voisinage de s = so pour z = K,,,, + it. On distingue maintenant les cas oti 
j= 1 ou I etj# 1 etj#I. 
Casb.1. Sij# 1 et j#l. 
&(B - No;, v,)=G,, 11 -a:~+ 2 a,v,,fi2-a;z+ c 
i 
c(~v, 
ZEA; It “I ) 
puisque A,T~ = {E E Supp R / .h(a,, 01~) < li= A,-. Or, d’apres le iemme 9 on 
sait que sj pour tout vR = (v,) 
$1+ c alv, + 1 alv, #$ P2+ C a2v, + 1 M2vz (*I 
I: t A, at.4, ) i It”,- CLE 4, ) 
pour cl’E V,,,(P), alors 
1 
i 
x+ l.72 
Gi X-ii%, 
r(z)G, 8, --a~,-+ c a1v,,~2-a~z-t 
( = 4 
a?v, tz,j-‘dz 
XE.4, IEA, 
= G, 
i 
81 + c alv,, Pz + 1 ~\‘r. 
> 
= %(P, VP), 
at-A,- CYEfq 
La condition (*) signifie que pour tout vp E Ni”: ~~(8, vp) fs,, [(p, vp) et 
s,@, vp) #s,- ,(B, vp). Sous cette condition, on peut ecrire, pour Re(s) 
grand 
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la sommation Ctant toujours Ctendue a tous les vR tels que s#?, vR) = sO, 
avec K > 0 convenable. Nous etudions maintenant 
s fC+iIX) f(z) fJ,h, 8, z) dz. K--rn: 
On sait que f(s -z) f,(R, p- a’z)(s- z) est borne dans toute bande 
verticale de largeur finie lorsque lz 1 -+ co. Done T(z) T(s- z) 
f,(R, /I - a’z)(s - z) tend vers 0 dans toute bande parallele a Im(z) de lar- 
geur hnie, lorsque Izl tend vers l’inlini. On sait aussi que 
f(z) Bj,@ - aoz, vR ) tend vers 0 lorsque 1 z[ tend vers l’inlini dans toute 
bande verticale de largeur finie. Done Z(z) H,(s, /I, z) tend vers 0 dans 
toute bande verticale de largeur linie lorsque 1 z 1 tend vers l’inhni. On va 
dtplacer K jusqu’a rc,,,,. Notons 
LX E A; m E A,.R 
Les poles de f(z) H(s, /I, z) sont z = -v, v = 0 ,..., k tels que 
-k-l<~,,<---lietz~Z,.Onadonc 
c cBR cj(R, ?R) Bj,,(b7 ‘R) 
so t 9-n, s - so 
k (-1)” 
+c 7 H,(& /t -v b;; 
v=o . 
+ 1 f(Z,) Res H,&, fi, z)a(;=’ 
ZOEZM 0 
+ LJ”” f(z) H,(s, 8, z) a,’ dz. 
KMUiCC 
(21) 
Ceci definit le prolongement holomorphe de T(S) fw(P, p)(s) pour 
Re(s) > -M sous la condition (*). Les calculs faits dans le cas precedent 
s’appliquent pour i # j. On remarque que Res,=., H,(s, /?, z) est indepen- 
dant de z et analytique en p, done si so E S,(/?, P), i # j, fJP, j?)(s) - 
Res, = so fJP, &(s)/(s - so) est une fonction analytique de (s, /I) au voisinage 
de s = so. Si, maintenant, la droite D, coupe gm(P) sur Dj en un point n’ap- 
partenant pas a Vi.,(P), alors toutes les fonctionsf,(R, /I - a”z)(s - z) sont 
convergentes pour Re(s)>J;(/?,, p2) et admettent un pole simple pour 
s=fi(B1, B2) 
641 23 I-3 
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T(s - z) f,( R, j - a’z)(s - z) = G,(P, - 4~ Pz -a%) 
s-fiuL B2) 
+ ffR(S, P, z) 
oti H,(s, 8, z) est analytique au vosinage de s = f;(/?, , /&). Or, d’aprh le 
lemme 9 
j$ SK;;‘” 0) G,(P, - ayz, P2 - atz) a,yZ dz = GP,(B,, j2). 
K ID- 
On en dCduit quef,(P, /I)(s) est convergente pour Re(s) > Re fi(pI, f12) et 
admet un pale simple pour s = f;(pl, pz) de rksidu GP,(/?, , /I?*) lorsque ceci 
est non nul. Soit so E S,(/3, P), alors il existe vP = (v,, V,O) tel que 
so = s,(P, vp) = s,(R, vR). 
Alors 
I Res f&P, P)(S) = 1 c,(R VR) Bj,p(B, VP). s = ‘0 “R 
De plus, fJP, p)(s) - Res,=,,, fP(P, p)(s)/(s - so) est une fonction analyti- 
que de (s, 8) au voisinage de s = so. 
Cas b.2. Supposons que j = 1. 
On a alors 
B,,,(P - a”z, vR) 
xf, R,(L X2), P2 -a%+ c a2v, sl(B-aoz,vR)+ 1 v, 
CLEAT NtA; 
Or, si pour tout (v,) = vP, 
s,(Bt VP) f S,(B> VP) 
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=r sI(B,vR)+ 
( 1 v, aEAI- ) 
xfp PI(4 X*), 82 + 1 ( 
%V, s,(P, v,)+ 1 v, 
EGA; )C EEA;- ) 
= &L(Bv VP). 
La demonstration se poursuit comme dans le cas precedent sachant que 
T(z) B,,,(/? - a’z, vR) tend vers 0 dans toute bande verticale de largeur finie 
lorsque 1 z 1 tend vers l’infini. 
6. Etude du cas c 
Cas c. Nous supposons maintenant que 
P(X,) X,) = R(X,) X,) + a,x;kf 
en choisissant a: = inf, E sUPP +r. 
D’apres les hypotheses 8,(P) est formt avec les droites D,, Dz,..., D,; 
alors 8,(P1) est forme avec les droites D,, DZ,..., D,p2, D,,. Nous notons a’ 
le sommet de Em(P) intersection de D,- ?, D,- , , Dr. Les singularites de 
f,(R, b - a”z)(s - z) veritient 
s = s;(P, VR) + 41 - .Li(aZ a;,,, VR E Iv”- ’ 
pour i = l,..., I - 2, 
D’apres les hypotheses 1 - ~(GI:, MY) > 0 pour tout i = 1, 2,..., l- 2 et 
1 - fi:(crY, c@ < 0. 
Soit A4 un nombre reel don& Soit tiM E R tel que les seuls poles 
I I 
FIGURE 4 
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Re(s) = w 
// R=(~)=Re(~i(E,O))i~(l-f~(~~ ,a;,, 
‘M 
)H 
FI 
Re(s)=Re(sQ,(3,0))in(l-fel(a~,=~)) 
de T(s - z) f,(R, fl- cr’z)(s - z) pour Re(s) > -M, vkrifient s = 
z( 1 - f,(ay, E:)) + S&I?, vR) et supposons K,,,, # Re(z,) pour tout zI E Z, oti 
Notons 
N= {vR E N”P’[Re(s,@, v~)+K;(~ -fJay, at))> -M} 
et 
Dkfinissons 
H,(s, /?, z) = f&R, fl- aOz)(s -z) f(s -z) 
_ c CY, C&L, R cR) Br,&-aozT ?R) 
sg E .VM s - so - z( 1 - fr(ay, a!)) 
la deuxikme sommation ttant prise sur tous les vR tels que s&IS, CR) = so. 
H,(s, /I, z) est une fonction mkromorphe de (s, j?, z). Now voulons mon- 
trer que pour z = K, + it, H,(s, /I, z) est une fonction holomorphe pour 
SbRIES DE DIRICHLET 35 
Re(s) > -M. Si Re(s) # Re(s,@, vR) + xM( 1 - fr(aZ ai)) la propriete est 
vraie. Pour tout vR E N”- ’ et z E K~ + it 
SitBY VR) + 4 1 - “a 4, at))4 {so +ztl -fda?, a!))ls, ~9~). 
Done le pole en s,, + z( 1 - fr(ay, a;)) de fJR, b - a’z)(s - z) T(s - z) est 
simple de residu C,, c,(,u, R, YR) B,.,,(P - a’z, VR) oti la sommation est 
prise sur tous les V, tels que s,@?, VR) = so. D’apres l’hypothbe de recur- 
rence H,(s, 8, z) est une fonction meromorphe de (8, fi, z) pour z = K,,,, + it 
et Re(s) > -M. D’apres l’hypothbe de recurrence 
&,,(B - a”zy VA 
=r s&-a”z,vR)+ 
( 
C v, 
asA,- ) 
&(X1, l),D1 -a’$+ c alv, SAP-a”z,vd+ 
olEA,Y 
Les poles de I#,.,,(/?-a’z, vR) sont les ZEZ~ dtfinis par (22) et ZE Z2.VR, 
/’ 
Z 2,v.q = 
i 
\+ 
a2 
c ;v,+%,vEN . 
aESuppR a2 4 I 
(23) 
I f d 
Cm c.1. Si Re(/?/at) > Re(affi, - a$/?,)/(aya!j - ayai)), nous choisissons 
K>O et 
Nous nous placons toujours pour Re(s) grande et nous ecrivons 
0) fJP> B)(s) 
Nous choisissons maintenant KL de telle sorte que pour tout so E YM, 
Re(s,) + KL( 1 - f,.(ay, a:)) < -M, KL # Z2 yR pour tout vR E N. Nous allons 
dtplacer la droite d’integration de la premiere integrale de K vers KL. Les 
poles de T(z) II,,@ - a’z, vR) compris entre K et K'~ sont les z E Z, yR tels 
que Re(z) < KL. Ces poles sont tous simples. Dans toute bande verticale 
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parallele a l’axe imaginaire, T(z) B,,,(fl- c1Oz, ~,)a;= tend vet-s 0 lorsque 
1 z 1 tend vers l’inlini. Done 
Cette derniere integrale dtlinit une fonction holomorphe de (s, /I) pour 
Re(s) > -M. 
Etudions maintenant 
1 
4 
K + Kc. 
271i Kp,x 
f(z) H,(s, /?, z) a,’ dz-. 
Nous deplacons la droite d’integration de K a K,,,, . Pour Re(s) grande, les 
poles de f(z) H,(s, B, z) compris entre K et rcM sont z = -v, 0 < v <k, oti 
k, est d&i par -k, - 1 < K~ < -k, et les z E Z, tels que Re(z) > K,+,. 
Si, pour tout vp E N” 
S/L IV> VP) f s/ *(A VP) (25) 
alors, pour tout zi EZ~, -z, $ FV et le pole en z= z1 de H(s, /I, z) f(z) est 
simple. 
D’apres l’hypothese de recurrence Z(s -z) f,(R, j3 - a’z)(s - z) est borne 
dans toute bande verticale de largeur linie et done 
T(S) T(s - z) f&R, /I - a’z)(s - ~)a;’ tend vers 0 dans toute bande verti- 
tale de largeur linie lorsque IzJ tend vers l’inlini. La fonction 
f(z) B,,p(/I - a’z, ~,)a, tend aussi vers 0 lorsque 1 z 1 tend vers l’infini 
dans toute bande de largeur linie parallele a l’axe imaginaire. 11 en est done 
de mCme de T(z) H(s, /I, ~)a;‘. On a done 
1 
s 
K+iCX 
2ni K--ICC 
f(z) H(s, fi, z) a, dz 
Re(z,) < K,,, 
f(z) H(s, /L z)u, dz. (26) 
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Cette dernibre inttgrale d&it une fonction holomorphe de (s, fi) pour 
Re(s) > -44. On a done le prolongement de T(s) fJP, p)(s) donne par 
ml fpu? P)(s) 
+ f C-1)” 
7 H(s, j3, -v)a;; + 
,m=o v. 
_,Fz, r(=,) a,y’l Res ff(s, B, z) _~- - -.,, 
Re(z, ) < Q, 
+ki s 
K,$,fiZC 
T(z) H(s, /?, z) a,- dz. (27) 
KM-is 
Les singularites de fP(P, b)(s) se trouvent done pour 
s=si(P3 vR)-v(l -L(a~, a:)), i = l,..., 1-2 et VEN 
done pour SE S,(/I, P), i= 1 ,..., I - 2. On a aussi s = so + z2( 1 - fr(aE ai)) 
avec so E S,@, R) et z2 E Z2,VR, c’est-a-dire: 
Le p61e pour s = s2 E S,(j?, I’) a pour residu 
C a2v.)+z~7r,v,)(-vo) 
mEA,- I 
la sommation Ctant &endue a tous les VP = (v~, vo) tels que s2 = s,(p, jP) et 
R&f,, l)=a,X$, 
=f,(P(x,2 lLB1 + C alvz)(% + C a2vx)q. 
OLGA,- LYeA,- 
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De plus, 
est une fonction analytique de (s, j?) au voisinage de s = s2. Enfin, il reste 
pour singularitb de fP(P, /3)( ) 1 s es singularites de Res, = z, H(s, /?, z). Or, 
Res H(s, fl, z) = Res c&L, R, VA B,@ - a”z, v,d --_ _ -*, z=z, s-s&?, v,)-z,(l -j-/J!+ c@) 
Oil 
V R=(V,)Efv(“-l 
et 
Zl = (cQ* -c@,)+ c (a:‘cY, -c+.,)v, 
[ 
(a:‘+a:‘ay,. 
ztsupp P 
On a done des pbles simples au plus pour 
s= p&+a;)+~*(a:‘-a~) 
( 
- 1 v,[(c# - a$$, - (a,(a; - a:‘) + ct,(a:’ - ay))]/(a;a; - a:‘c+) 
a~Supp R 
c’est-a-dire s=s[- ,(/?, vP). Le residu pour s3 ES,- 1(fl, P) de 
Us) fJp, P)(s) est 
On en deduit le rtsultat cherche en utilisant la formule (9). Ici encore 
(s, fi) +ffl(P, B)(s) - Ress=s;J)y B)(s) 
3 
est une fonction analytique au voisinage de s = s3. 
Cas c.2. Nous examinons maintenant le cas ou 
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On va choisir ici 0 6 K < Re(B,/a!). On pro&de comme precedemment, 
mais en deplaqant K vers rch ou l’on rencontre des z E Zi qui sont poles de 
f(z) B,,(j? - a’z, vR), que l’on ne trouve plus en deplagant K vers K~. 11 
peut apparaitre des coincidences entre ces z E Zi et des elements de Z, lors- 
que il existe des vP E N” que 
s,(B, VP) = S/L I(P? VP) 
sinon, on est dans le cas 1 et les calculs sont les m&mes que preddemment. 
IV. CONSEQUENCES 
1. Constquences pour Z(P, p)(s) 
On considbre 
Ici f,(X, l)(s) = c(s) ou [ dbigne la fonction zeta de Riemann. On sait que 
c(s) est convergente pour Re(s) > 1, elle se prolonge sur @ en une fonction 
mtromorphe ayant un seul pole pour s = 1 de residu 1. On sait, de plus, 
que c(s) est borne dans toute bande verticale de largeur tinie quand 
1 s 1 + co. Les resultats precedents permettent d’enoncer: 
La serie Z(P, /I)(s) est convergente pour Re(s) > Re(fi(fii, p2)) ou 
fi(x, y) = 1 est Equation d’une face de &Tno(P) toupee par D,. Si cette 
droite coupe d,(P) sur la seule face Dj, on peut avoir un pole simple pour 
s = fi(pl, /I*) de rtsidu 
1 
m(B*982)) om s 5 om 
P,(fl t2) dfl dt2 tfltpe- 3 
tl 12 
si i # 1 et i # 1. Si i = 1 (resp. i = I) on a pour residu au pole even- 
tuel (1h.1) Z(Pl(lT x2), B2Kfi(P1, P2)) (rev. (l/m,,, Z(Pl(X19 I), P2) 
(h(BIT P2Nh Si UL D2) E % e si les coefficients du polynome sont reels t 
positifs, alors il y a effectivement un pole pour s = fi(bi, /12). Les poles de 
Z(P, /I)(s) sont contenus dans l’ensemble vi= i S,(/?, P). Soit 
so E lJf= , S,(b, P). Alors si, pour tout i et tout vp tels que si(/?, vp) = so on a 
S[(B, VP) #Si+i(fi, VP) et Si(p, VP) #siP1(/?, VP) le pole est au plus simple en 
ce point et 
Res T(S) Z(P, P)(S) = C CAP, VP) BUY VP) 
s = so Vp,i 
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la sommation etant prise sur tous les VP et i tels que s@, VP) = s0 et ou 
B,ukv,)=~ S,(B> VP)+ 1 
( 
v, 
zea,- ) 
x z P,(L X2), B2 + 1 
( 
@2V, 
I( 
s,(P, VP)+ 1 
tiEA,- ZEAI 
Bi(P,v,)=Gp, PI + 1 a1vu3 P2 + C 
( 
a2v, . 
OLE A, atA,- 1 
Enfin, pour tout entier k E N tel que -k 4 IJ f =, S,(fl, P), 
Z(P, M-k) E K. 
Plus precistment, 
Z(P, P)(-k)=~d,,, j$$!$ 
oti bi designe le i-ieme nombre de Bernoulli et 
et 
dQ = d&O = 0. 
2. Coniquences pour I,= (P, b)(s) 
On considere 
L’integrale j;*’ .c’ dx est convergente pour Re(s) > 1. Elle se prolonge sur 
@ en une fonction mtromorphe ayant un seul pole pour s = 1 de rtsidu 1. 
De plus, l;” xps dx est borne dans toute bande verticale de largeur finie 
lorsque IsI tend vers l’infini. On peut done conclure que l’integrale 
Z,(P, /I)(s) est convergente pour Re(s) > Re fi(/?, , f12) oti fi(x, y) = 1 est 
l’tquation de la face de &,(P) couple par II,. Si cette droite coupe 8,(P) 
sur la seule face Di, on peut avoir un pole simple pour s = fi(p, , /12) de 
residu 
dt, dt, 
t~lg2e- P,(O. ‘2) _ _ 
t1 tz 
SiRIES DE DIRICHLET 41 
si i # 1 et i # f. Si I’ = 1 (resp. i= I) on a pour rhidu au p&e tventuel 
I,(PI(L X2)7 PJ(fi(PIT Pd (rw LUW,~ 11, PJ(h(BIT PA). 
Si (PI, b2) E IRZ, et si les coefficients du polyncime sont rt2efs positifs, alors ii 
y a effectivement un p81e pour s = f,(fi,, PI). 
Les pbles de Z,(P, /?)( ) s sont contenus dans d’ensemble U:=, S#, P). 
Soit sg E ufl 1 S,(& P). Alors, si pour tout i et tout vp, tel que 3,(/I, vp) = s,, 
on a si(& vp) #si+ ,(/I% v,) et si si(& tfp) #s,- ,(/3, v,) le p61e est au plus 
simple en ce point et 
la sommation ktant prise sur tous les 5, et i tels que si(p, VP) = so et 06 
&uA~,)=~ sl(B*~Pl+ 
( 
c v, 
tieA; ) 
x 1, PI(L X2), P2 + 1 
i 
a2v, 
)! 
sAD+ VP)+ c 
aEAl- EEA; 
W, VP)= GP, 
( 
PI + 1 @IV,, P2 + 23 ~2v, 
) 
. 
ZEA; CtfEA,- 
Enfin, pour tout entier h-~ N tel que --kg ufl 1 S,(/3, P) 
Z(P, P)( 4 1 E K. 
Plus pr~cis~ment, 
et 
d,, = do,, = 0. 
On peut done knoncer 
COROLLAIRE 15. Si la droite D, coupe 6(P) SW la face Di se&went et 
si i # 1 et if I, alors la ,fonction s + Z(P, p)(s) - I,(P, /l)(s) se prolonge 
ff~~~ytiqMe~e~t pour Re(s) > Re(f#?, , &)) -E. 
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3. ConsPquences pour I,( P, b)(s). 
Nous considtrons ici 
zQ(PJ?)(s)=j; j: P(x,,xz~x~~-lx~-‘dxl dx,. 
Ecrivons P(XI , X,) = C a,XylX;* et notons 
a:= sup a,, a;= Sup CtZ. 
acsupp P lESUpp P 
Notons QfX,, X,) = C a,X$-aiX$-82. En utilisant la definition du poly- 
nome Q, on montre que g,(Q) est s~~trique de 6&(P) par rapport a A, le 
point de coordonnees ($/2, ~‘2). Notons 9, ,..., 93[ les faces de &&b(P). Con- 
siderons l’ensemble Z des i E ( l,..., E) tel que LSi ne soit pas un axe. Pour iE Z 
on Ccrit gi(x, y) = 1 l’equation de @. Notons encore pour vp = 
(V,),.S~~~P~ fi(P, VP)= -SitPI, P2)+CaE~UPP~ VA1 - gi(a,, adI. On asso- 
tie a chaque droite gi telle que i E Z l’ensemble 
T&OR&ME 16. L’ensemble des plates de Z,(P, p)( .) est contenu duns l’en- 
semble 
Preuve. Soit 3 une face de PO(P). Ecrivons 
Considerons la face D de &T,(P) symmetrique de 9 par rapport a A. Elle a 
pour equation 
.fb, .v) = f 
avec 
On va montrer 
hOPOSITION 17. Z,(P, j?)(s) = Z,=(Q, -ays - pII -a;s - fi2)( -s). 
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Preuve. Faisons le changement de variables x1 = y; ’ et x2 = y;‘. Alors 
I,,(P, b)(s)= j,m jlm P(x;‘, x,‘) x;B’-h~fl2- dx, dx,, 
P(x,‘, ~;~)=x;~:x;~~Q(x~, x2). 
Alors 
z,,(P, p)(s)= Jim J,m Q(x,, x~)~x~~~~-~~-~x;~;~--~-’ dx, dxz. 
Notons $(P) le polygone de Newton de P au vosinage de 0, c’est-&dire 
l’enveloppe convexe des ensembles 
b+A.vW..suppP. 
On a alors 
a’ = a’fb + ala - ab b’ = 
a’fb + a”,a - ah 
b ’ a 
Les singularitts de Z,(Q, - ays - p,, - a;s - /I*)( -s) v&lient 
a3 + PI a; + PZ -s= ----- 
4 bj 
(28) 
(29) 
Considtrons tout d’abord le cas oh a( et b; sont tous deux difErents de 1’~. 
Alors (29) est Cquivalent B 
FIGURE 6 
44 
Or 
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Puisque d’aprks (28) on a 
on a aussi 
Les singularitts de I,(P, j)(s) vkrifient done 
81 B? 
s= - n,+h, +~Esupppv~ ( 1 c ( al a2 l-F-7;; . 1 
Supposons que a: soit infini. Alors hj = cxl; -cry. Si a; = 0, alors pour tout s 
et tout v,, 
Si CC; # 0, alors (29) s’krit 
c’est-g-dire 
Si a; # 0, alors (29) est tquivalent d 
Le thkorbme est dtmontr6. 
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V. APPLICATIONS AU POLYN~ME DE BERNSTEIN 
Notons 0 = @(X1 ,..., Xr> l’anneau des skies convergentes de r variables 
et 53 l’anneau des opkrateurs diffhentiels linkaires en a,Gxi (1 < i < r) B 
coefficients dans 0. Bernstein [ 1 ] a montri? que pour tout polynBme P, il 
existe BE Q= [s], B # 0, et D E 9 [s] tels que l’on ait 
DP s+’ = BP”. 
11 est clair que l’ensemble des BE C[s] tels qu’il existe D E 9[s] avec 
Dp”+‘- - B(s) P” est un idCal de C [s J; le gCnCrateur unitaire de cet id&al 
sera noti: b et sera appeli: “le polyn~me de Bernstein de P.” 
ConsidCrons un polyn6me P g coefficients rtels positifs. Nous pouvons 
alors, i l’aide des pales de Z,(P, b)(s) trouver certaines racines de b. 
On sait qu’il existe D tel que 
DP(x, , x2)‘+ ’ = h(s) P(x, , x2)‘. 
Alors 
Nous connaissons les pbles de &(P, b)(s) et nous allons Ctudier les p&es de 
SI ’ ’ D[P(x,,x,)]“+‘x~‘-“x~~-‘d;l, dx2. 0 0 
Nous Ccrivons D sous la forme 
Posons 
Par integration par parties, nous obtenons I= A -B 06. 
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En recommenqant l’intigration par parties un nombre sufkant de fois, 
nous obtenons 
toutes les sommes &ant hies. 
Supposons maintenant (~~,~~}~~*~. Dans ce cas 1, <k, +bl, & < 
k, + 82. Les singularit& de I,(P, p)(s) appartiennent h l’ensemble 
Uiel 2”,(j7, P), et ceIIes des intkgrales I appartiennent B la r&union des 
ensembles suivants 
Oii 
Notons N = Inftm,,m2jE N *Z (g,(m,,m,)~i~I). Alors le plus grand ClCment 
de’ TQ, P) est -N - 1. On a done le rkultat suivant 
TH~ORBME 18. Soit qE: UpE Nap Uitl T,(& P). Si il existe /3 tel que q soit 
effectivement un pdle de Z,,(Y, p)(s) et si q n’appartient pas d T( j, P(0, X2)), 
T(j, P(1, X,)), T(j, P(X,, 0)), T(j, P(X,, 1)) quel que suit j, alors q est 
racitze de b si q> -IV’- 1 ou si q+ 1 &Up Ui,, T,(& P). 
EXEMPLE~ (1) XT + X4,. La fonction l&P, p)(s) a un p&e et un seul 
pour s = - (PI/51 - U&/4). Soit q = - (PI /5) - W4). 
(if Si /3, > 5 et p2 b-4, il existe j3; E N* et P;E N* teis que 
SkRIES DE DIRICHLET 47 
(ii) Si p, = 5 et pz = 4, alors q peut appartenir a l’un des ensembles 
w, X5), wl X4). 
On ne considere done q que pour PI < 4 et p2 < 3. 
Dans le tableau suivant, nous indiquons, pour chaque valeur de q, les 
rbidus des integrales Z,(P, b)(s) qui admettent un pole pour s = q. Ces resi- 
dus sont de la forme 
ou Q est un polynome homogene de poids (m,, m2). On a deja Ctudie ces 
integrales dans Z mais nous allons donner ici une autre Ccriture possible de 
GQ(y,, yz). Considerons g(X,, X2) un polynbme quasi homogene de poids 
(m,, m2) a coefftcients reels (si Q(X,, X2) est a coefficients reels, on peut 
prendre Q(X,, X2) = g(X,, X,)). On fait le changement de variables 
x 1 = t’lm1x I? x 2 = [‘/“2X 2 
dans le domaine t E [0, co]; g(x,, x2) = 1 (x, > 0, x2 > 0); on a done 
GQ(?'IY I'd = j 
dt t(~~lw) + (~2/m2) x':, ~ lxpz -  I  e ~ ~Q(-vJz lo ,, _ 
g1(:l$2~; 1 t 
ou o est la forme differentielle (l/m,) x2 dx, - (l/m,) x1 dx,. Alors 
j x;l-I xyl Qcx,, X2)-((y~/m~)+(~2/m2))0. 
g(.q.x2) = 1 
I, 2 0,x2 3 0 
On remarque que 
xy1 - lxp - 10 
x1, X2)(W9)+ (Y2/m2) =o 
car 
d(x:‘-‘x;2-1w)= ,, (xp~-‘x:‘-lo). 
Dans les tableaux suivants, on a indique les valeurs de q, c’est-a-dire les 
racines du polynbme de Bernstein, les residus de Z,(P, b)(s) pour s = q A un 
facteur de K prb, les differentielles correspondantes 
Xl Yl--Ixy-10 
Qcx,, x2)(Y~/W) + (Y2h) 
et enfin les valeurs de (yl/ml) + (y2/m,). 
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TABLE II 
Rksidus de I,,(P, /l)(s) diffkrentielles 
On peut done dire que l’ensemble 
est contenu dans l’ensemble des racines de 6. Mais dans ce cas on a p = 12. 
Done R est l’ensemble des racines de &. On retrouve ainsi les rksultats de 
Kashiwara. 
TABLE III 
Rtsidus de I,(P. /l)(s) difkentielles 
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(2) Xz + Xi + aX:A’$ Les singular&s de Z,(P, p)(s) sont contenues 
dans l’ensemble 
Soit qv = - (PI/S) - (flz 14) - (v/10). P our les memes raisons que precedem- 
ment, on suppose /Jr < 5 et f12 < 4. La seule valeur de qy, v # 0 qui ne soit 
pasdelaforme-(8,/5)-(P,/4)-iavecp;E~*,p;E~*,etiE~etqui 
n’appartienne pas a T(j, X5) ou T(j, X4) est - &$. Or q = - # est un pole 
de MP, (1, l))(s). 
On en deduit que l’ensemble 
est contenu dans l’ensemble des racines de 5. On sait, d’apres Yano [9] 
que c’est exactement l’ensemble des racines de b”. On remarque que la 
colonne de droite differe de la colonne de gauche et que dans la colonne de 
droite on a les exposants de la monodromie (Table III). 
(3) gX2 + X:X: + X&Y~ + A’fJ$ + X, q. Les poles de Z,(P, /I)(s) 
sont contenus dans l’ensemble 
s= -/I, -2v, -4v, -6v,, 
s= -82 -VI -2v2 -7v,. 
On note 
PI =x:x:+Iy;x2, 2 1 
WI =5x2 dx, -;Tx, dx2, 
p, = x:x; + A-;%. 1 1 
~2 =72 dx, --x1 dx,, 
7 
P, =x,x8+x3x4 2 1 29 ~3 =-x2 1 1 10 dx, -:x, dx,. 
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TABLE IV 
diffkrentielles 
- 
x;x*P,(x,, x2)-4’3al, 
x$cx2P,(x,, x*)-13’9w1 
xfP*(x,, x*)-5’9co, 
xfP,(x,, x2)-6’9c0, 
xfP,(x,, xz)-“9co, 
x+P,(x,, xp9q 
XfX*P,(X,, x2)-‘o’9w, 
xQxzP,(x,, $‘1’901, 
P,(x,, x2)r2”% 
x,P,(x,, x*)-3/‘02 
xfxjP,(x,, x2)-10:‘02 
X,%PAX,, x2)r4”% 
x;x-jP,(x,, x*)-1’!‘co2 
xfxxzP,(x,, &5”0* 
x$x;Pp2(xI. XZ)-‘*;7W* 
xjx2P,(x,, xp”w* 
xfx$P,(x,, x2) +o* 
x;x$Pz(x,) x2) m*“w? 
x$x+P,(x,, x2)-8”W2 
x,x$P3(x,, x2)-‘3’10w3 
x,P,(x,, xJ4”oco3 
xfx;P,(x,, x2) -14’10c03 
x3P,(x,, x2)-5”oo3 
xfxjP,(x,, x*)-15!‘Oco3 
x$P,(x,, xJ6”OCo) 
xfx?P3(x,, xJ’6”OW3 
x,x$P,(x,, x2)-“~ow3 
x$P,(x,, x2)-“‘OW3 
x,xjP,(x,, x?)-*“Oq 
x$P,(x,, x2)-8”OW3 
x, xjP,(x, ( xp”“cu3 
x*x$P3(x,, xJ9”oq 
xp$P3(xl. x3)-‘l’100J3 
x,xqP,(x,, xJ’1”OW, 
XjX$P3(XI, xJ’*“ow3 
x, x$P3(x, ) x*) - ‘2”ow3 
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Dans ia coionne de gauche on a un sous-ensemble des racines de 6. Dans 
la colorme de droite, on remarque que I’on a des exposants de la monodro- 
mie qui apparaissent avec leur multiplicite. On a entoure les exposants qui 
ne sont pas des racines de 6. On remarque aussi qu’une racine de h” peut 
apparaitre avec deux diff~rentielles differentes. 
EnIin, on remarque que des fonctions Z,(P, p)(s) admettent un pole pour 
s = - ; et s = - # avec des residus (toujours a facteurs rationnels p&s) 
f(4) f(s) f(S)-’ et F(g) f(&) F(W)-’ ~orrespondant aux diff~rentielles 
x;x:P,(x,) x2)-917 w2 et xT.x~P,(.u,, .‘cz) - i3/‘0 w3. On peut done penser que $ 
et # sont aussi racines de b bien qu’ils ne verilient pas le theoreme 18, parce 
que les di~~rentie~ies qui apparaissent ne sont pas celles dejja apparues pour 
-+et -&. 
On remarque que l’on a pour racines de b et pour exposants des nom- 
bres rationne~s de la forme (01, /mt ) + (aJmz) 06 (m, ,1t2-J sont les coefh- 
cients directeurs des faces obliques du polygone de Newton et (c(, ,oL~) des 
points A coordonnees entieres des losanges construits avec l’origine et ces 
faces fermees du poiygone de Newton. 
On remarque que les exposants qui ne sont pas racines de b sont dans 
u aESuppP I@+%) ClOl. 
(4) GXz + gX$ + X:.&T; + X:X: + X:X: + X, X$O. On note 
P, = x5x3 + X8X 1 2 I 2, w , = & x 2 d-x, - i’;i .x , dx, , 
P 2 = x3x5 + x5x3 I 2 1 71 w2 = $x2 dx, -$x1 dx,, 
P, = x, x1* + x;x;, w3 =&x2 d-x., -+.q dx,, 
Ici encore, on trouve pour racines de b des elements de la forme 
(cli/m,)+ (clz/mz) oti (ai, t12) sont des points entiers dans les losanges et 
n’appartenant pas a U ortSupr P (U + R2,.}. Cette propriett est etudiee dans 
ClOl. 
TABLE V 
racine de 6 Risidus de f&P, /Q(s) 
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TABLE V-Continued 
racine de b Rbsidus de 1,( P, /3)(s) 
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